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Ueber e in ige a l lgemeine  Theoreme aus der neaeren  Algebra; 
Die g'rosse Anzlogie,. die zw.isc.hem der Theorie .alex bin~ea biqtue 
dratischen und terniiren cubischea.~Forraen best~ht,, hat~ i hrea G~d 
in einigen allgemeinen Siitzen~ d~e_ bier errtwickel_t.werd.en sollen. 
Es sei 
i=  (.a~ x t "1- a.,x,, "4-" '."~ a .x , , )~- - - -ax~ -~ pb  x~ ~ -'~ x,; -5  (P) cx tp~ - ~x~Z-q : .  
eine beliebig gegebene Grandform p"~ Grades yon -irgend einer--A~r- 
zahr Variabetn und 
eine Covarialztr dersellaen von-gleiehem- Gra~e und- yon- der Drdmmg 
m in den Coefficient~a. Ferjaer. bestehe die Relctlon 
(1) ~A = ~,  . -5 -b-b- # -5-be 7 -5 . . . .  mSf. 
rait Seiae gewisse Invariante yon f bezeichae~. 
Das erste der oben erwlihnten Thegreme sag~ dana aus, dass 
(2) ,%,--2,, -=,,, ~- /~ f-5 ~- , 
worin G eble rationale ganze Function. (mqt- 1)~. Grades dvr b eh'e- 
I)igen .Constanten x und 3, bedeutet. 
.13~.wcls. Eathiiit irgead eine Form .~ die Coefficieatea yon f-ig, 
der Ordnung q, uad ~etzt man 
(3) ~, , . _ , . ,  =-  ~ (~ z) = ~ ~ - q ~- ,  x ~ '+ (q'~ . . . .  x2~ xq - e 1~.97-__  " " ", 
so sind je drei aufeinazaderfolgende 9~t,3 nach ihrem bekannten Bildun~" 
gesetz und nach (l) dutch d~e-Recursio6sf6rmel v rbu-nffen 
(4) (q - -  k) ~(~+ n __~ c~(9--,- n~kSr 
F~ir (p = Ix ergiebt sich hiernach sofor~, dass A~_~,~ yon der 
Gestalt: 
(5) A,s-~,, ~/~'f-5 AA. 
*) Ffix k~O und k==qhat  maa ~o 
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In- bekannter W'eise, leite~ man aus clid~er Gteiehung die weitete ~:  
B ~q~(, z) 3qp(x z~. (6) (~) ,z -~ J  = - -g~- -  - -  A -~- - .  
Sefzt mart hierin r = Z~, so ro]~ wegen "(1) und '(5): 
9 * ~ r162 Dutch .Gtelclasetznn= del: Coefficie~ten yon f und Lk auf heiden 
Seiten bekommt man dann: 
_ ~-~ -~a-, 
unddurch Elimination von-S(x~.):" 
bA LB 2) -~_ O. 
Diese Relation karat, uA-4-  ).B dutch G bezeichnet, auch ge- 
~ehrieben werden: 
o=-- ~ ~ ~ O. 
D~ fibeMiess 
so erhalteb wit durch Auflbsung der bekten ]e~zten Gleiehungen nach 
~,a ?:6 ~x and ~-  die zu erwelsenden Ausdrticke 
~ ~a G., " ~ = G;.  
An die Existenz der Functio~r G(z2) la,ssen slch weitere Sehtfis,~e 
iu ganz derselben Wei~e kn~ipfen, wie dies bereit~ in der Theorie der 
bin~r 5iquadratisehen und tern'Xren cubischen Formen gd~chehen i.,t. 
Zun~chst folgt mit Benutzung der Werthe yon 1~ und A aus (7) 
('~) S(~Z) = - -  (GI, G,~, - -  a , : ' )  
und aus (6) 
~' . : _~ = +, (~)  ~., - ~~(~z)  o,. 
Die letzte Formel l~sst sich in folgender Weise erweitern. Sind tt 
und v beliebig e Constan~en, so hat man wie in .(3)i 
(9) ~ .+_ ,~ = ~(~)  = ~.~ - q~,_, , r  (~) ~.,-~ ~.~r . . . .  
Wit fiihrea in dieser Gleichung fiir die Ver.~nderliehen /~ und v 
-zwei" neue Otiud a dutch-die li_nearen" Sub~titutionen ein: 
(10) g = ex  "G,,,a 
v = q2 --F G~a. 
Da g f~ vA = 0. (x f - -  ZA) - -  oZ~+-aa ,  so wird durch diese 
186 S. G ~LF~G~.  
die Coeffieienten yon x[ - -  ZA an die Stelle deter yon [ treten, d. h. 
cp(gv) geht iibez in den kusdruck 
Die rechte Seiie der G|eichung (9) dagegen wird identisoh mJ~ 
(i. ~) r162162162 
wofer~ wi~" der K~rze wegen setzen: 
# (~ ~) = q~, (z ~) G., - -  ~.~ (x ~) G,,  
(13) ~"(~x) --= ~,,(~a) o , :  - -  "-,)o;,~(x;O V.,V, + ~. , (~)  G:'-', 
ep"'(u ~.) -~ .%,, (~z) G.z 3 - -  3cp,,: (x;~) O,,'a, q- 3r a) G 2 a l  2 - -  ~ (.~)G, 
Vergleicht man jetzt die Coet~icieuten der far alle Wei.the voa 
(J uud a identiszhen Functionen (11) und (12), so zeigt sich, dass 
q/(x2),  r tp'"(z+~) . . .  in den Gleichungeu (12) dieselbe Be- 
Wcua in~bu~ondere ~', d. h. 6q~ verschwindet, so muss nach der 
er~ten der Rdationen (13) ~ ~elbsi yon der Gestalt sein: 
04)  ~ ( ,  Z) = ~.  G". 
Diese Gleichung dient wieder ibrersei~ dazu, das System (3) und 
(14) zu ver'~llgemeinern. 
Es seien n-2mlich O, ~', r  Cto eine Ar, zahl Formen yon 
die zu je dreien dureh dieselbe Reaursionsformel (4) verbanden sein 
. .  ~etzen wir mb~en, wie cp, ~o', ~". @0"). 
(q~ O" ('~-~> 1) +(',)~ X ,  
so ist of/eabar 
~X= O, 
und daher naeh (14) 
(15) X X .  6~+ ', 
wenn (m + 1) (r -]- 1) --- mq die Ordnung vo~ 9 bedeutet. 
Eine zweite Gleiehung fiir X er~eb~ sich aus der Erw~gung, da~s 
X eine simuttaue lnvarian~ yon cp(/% v) in (9) und you dem Ausdru~ 
i~t. Tr~.usformlren wit die Panetioneu (pOt, v) und O(g,  v) dureh 
die Substitutionen (10), so ist 'also naeh der Fundamentaleigeasehaft 
der Iavarianten: 
9 ) 9 brauch~ nicht yon der Ordnuag q zu sein, wie wit dies yon ~ aasdrfick- 
li~h vora~ctztx~u ~md dcr Einfachheit 'halbex feraerhin vora~en wollen. 
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~enn r (P"(ul) etc. die Bedeutung hubert: 
q)'(u;t) -~- q)l (x2) G.2 - -  q).: (xs Vt 
0;) +,, G.? - -  2,, . ,(uz) G._. G, 4- G, 
9 . . . . = . . . . . . . . .  , o , 9 9 
Durch Combination der Formeln (15) und (16) tb]gt nunmehr: 
In dieser Gleichung ist ~0 eine bvliebige ganze homogene Function 
//~'r Ordnung tier Coefficienten yon /, wShrend ~s ep"~ ep" u. s. w. ihre 
Definition durch die Identit'~t (3) finden. Ersetzt man (p successive 
durch (q 4- 1) versehiedene solche Ausdrticke, so gchen aus (20) eben 
so viele Gleichungen hervor, die ia Bezug auf die GrSssen 
" ' - - r -~/  G '+ ' - '~r  
linear und homogen sind. Da man offenbar (q 4- 1) Functionen ep so 
w'~hlen kann, dass die Determina~te dieser linearen Gleichungen icht 
verschwindet*), so miissen die Unbekanuten derselben gleich Null 
skin, d. h. es miissen die Relationen bestehen: 
~1-- 2,1 
Im speciellen Falle zweier Functionen q), r geben die Recur- 
sionsformeln (4) 
+) ~'~.r die (q -t- 1) versehiedeaen Ftmctioncn ~p kun~ mun z. B. 
9 "  ~ . .  f ~ , ,  w- -v , )  , f~(~,, ~"  ~,) /",(t,, t~.. t~). . ,  
"d. h. die A.u~drScke nehmen, die sich ergebea, wean man it, der t 2" Poteaz yon 
f da~ Syatem der Va~riabeka xi dutch irgend (q + 1) yon cinmader ver~cl~dedem' 
Y,, ~,, t i u. s. w. ersetzt. Damit die obeu erw:.;hute Determinante nicht ver~chwinde, 
genfi~~ es die gmaz willkiirlichen Yi, z ,  t i . . .  so zu be~timmea, da~ die DeLer- 
minante (q + 1)~,~ Grades: 
f'~ (y) f '~-  ~ (y) A iY) " . ,X'+ (y) 
y~iz) f~-~(z )  taiz) . .  . A~(z.I 
tvit) f~-~tt) A(t) -..Aq(t} 
= ( f (y )  a (~)  - f<z) a (v~)  ( f ( z )  ~(t)  - [(t) n (z)) be(t) a~v) - f~  a(~)) . . . .  
Yon Null verschiedeu isL 
('22) ~(1) = ~" , )~'  -~ mS4)  
m. i  ~Hc Gi,.ichung,m (21) 
oa<,.. ,A~ G<(xO - -  ;. cb') 
['"~ ) 
- '~  O'<s-  ,,<1 = g" ((>~ (b'+ G>.O) , 
w,.nn (P (lie ('c)efiicienien yon f in der Ordnun 7 (m- i -  l ) . r+  t el~t- 
h]ilt. Fi ir termire etD>i~che Fornien shid dio ]:~elationen (22,) bereits 
voa den | Ierrml C lehsch  nnd Oordan in Bd. I. dieser Annalen, 
S,'ite ill) hlunerkmiq',  ausgesprochen worden. 
Die lh~eare 8ub.~titation (I0) dient auch noeh zum Beweise r ider 
amh..rer The.r(,me. ~[}eisl,ielswei.~e mSge ]Her vermittelst derselbe~ znm 
Scl l lu~e eiit Satz abgeleitet werden, der als die wahre Qnelte der in 
w 3. dcr vorhl,rgchen,}en Abhandlung gegebeueu Formeln anzusehen ist. 
E.~ .~ei Z eiiie beliebige ganzc homo,tgene Function ~.~'' Ordmmg 
d,.r ('oeflicivnten yon f, und man seize naeh Analogie des Friihereu: 
I:?:') 2.,,, ,<t .... Z (uv) =-= ,u" Z - -  ~a  .... ~vZ" + .) v2Z " ' -  9 9 
W,-mh,t lllall auf 9:(av) ill (9) und aug Z(~v) dig Transformation 
tl~)) an,  .~o geht q (!,v) in den Ausdrack (11) and Z(,av) in 
{Zt.(,, a )} , ,  ,.4---- ,o . . . .  Z - J - , -4 n o , , _ ,eZ ; . ,  , _ ,~(e) ,oU  , - ,  2 ,, - -~ it,s-- aa . . . .  
iil,,,r, f ' i ir ,lie .qmultmw ('ovariante (9~(uv), 2(uv)) '  *) hat man daher 
z,.,-,,))' = 
~(> die I;el,~,reinar.lerschiebmlg reehts in Bezug auf die Yariabeln q 
nitd a zu bihlen i.~t. Dnreh die Annahme p = 1, ~ = 0 wird die 
li,,k(, 8eite der h'tzten (.ileichung ident is& ,nit (4o(x ~.), (~ (x x))', w-ahreM 
~ s dL, rocMe Seiie del~ \Verth I_Vf L, ~ a),  Z (,o, a)),.= ~, o=o] ,? -  a a ,-mnimmt. 
In Worten :
~a S",,,',,t;<,,, (~(.o, ~), Z(,o, ~)):,=, . . . . . .  / , ;mee f;~," . f - -Xa ,  
.~t;**,**# m# @txa) ,  ZCz).))'. G"@.a) iibc,'e;,. 
% E.~ is~ d.m,nter hutl ordan'>chen Sign die s t~ Uebereinanderschiebung dot 
t,in:iren Pormon @,,ai,) und l:(~v) rer~tanden; ,~ kxan na.tCirlich jede ganzo Zahl 
~-cm, ~elche die k[eincre dot bmden Zahlen t' had q nidit i iber~igt. 
T i ib ingen~ im ~kl,ri| 1S71. 
